Definicija 0.1. Naj bo G = (V,TZ)) usmerjen graf, w € Vin I, = [0, 1] za vsak v € V. Potem

bomo oznacili:

1. 7, : l—l I, — 1, je projekcija, za katero velja m,((t,),ey) = t, za vsak u €'V,

veV

==

1_[ I, — 1, je projekcija, za katero velja p)/((t,)vev\(w}) = tu za vsak u € V\{w},
veV\{w}

3. q) : n I, — 1, je projekcija, za katero velja q((t,)venowyow)) = t. 2a vsak
veN(w)U{w}

ue Nw)u {w}
Prav tako definiramo tudi:

4. 1—[ I, — 1_[ I, je projekcija, za katero velja my((t,)vev) = (t,)vev za vsak U C 'V,

veV veU

5 py: l_l I, — l_[ I, je projekcija, za katero velja p},((t,)vev\iwy) = (t)veu 2a vsak
veV\{w} velU

UcV\iw}

6. qp : l—[ I, —» l—[ I, je projekcija, za katero velja qy,((t,)venomum) = (t)veu 2a
vEN(w)U{w} veU

vsak U € N(w) U {w}.
Nazadnje definiramo Se:

7. Mirg) - n I, — I, X I, je projekcija, za katero velja r 5 ((t,)vev) = (t,,t5) za vsak
veV

(r,s) € 7*?),

8. pzvr',s) : rl Iv - Ir X Isje projekcija za katero Velja p?;’s)((lv)veV\{w}) = (tr, ts) za vsak
veV\{w}

(r.s) € E\ E(w),

9. Gy - l—[ I, — I, X I, je projekcija za katero velja gy, , ((t,)venomupw) = (7, 1) za
veN(w)U{w}

vsak (r, s) € E)(w).
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Kontinuum

Definicija

Kontinuum je neprazen povezan kompakten metri¢ni prostor. Vsak
podprostor kontinuuma X imenujemo podkontinuum, ¢e je tudi
sam kontinuum.

Izrek

| A

Naj bosta X, Y metriéna prostora in f : X — Y homeomorfizem. Ce
je X kontinuum, je tudi 'Y kontinuum.

v
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Hiperprostori

Definicija

Naj bo (X, d) metri¢ni prostor. Z
2X =(Uc X | U#0, X\U odprta v X} bomo oznadevali mnoZico

vseh zaprtih nepraznih podmnoZic mnozice X.
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Hiperprostori

Definicija

Naj bo (X, d) metriéni prostor, U € 2X in e > 0. Potem je
Ny(e, U) = {x € X | obstaja u € U, da je d(u, x) < €}.
To mnoZico imenujemo epsilonska okolica mnoZice U.
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Hiperprostori

Definicija

Naj bo (X, d) metriéni prostor. Potem funkciji Hg : 2X x 2X - R s
predpisom Hy(U, V) =inffe > 0| U C Ny(e, V), V C Ny(e, U)}
pravimo Hausdorffova metrika.

| \

Definicija

Naj bo (X, d) metriéni prostor. Potem paru (2%, Hy) pravimo
hiperprostor prostora X.

A\
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Inverzne limite

Definicija

Naj bo za vsak n € N, (X,, dn) metriéni prostor in

fn : (Xnse1, dne1) = (Xn, dn) zvezna funkcija. Potem dvojnemu
zaporedju {Xp, fa}}, pravimo inverzno zaporedje. Metricne
prostore X, imenujemo faktorski prostori, funkcije f, pa vezne
funkcije.

Definicija
Naj bo {Xn, fn}},_, inverzno zaporedje. Potem je inverzna limita tega

inverznega zaporedja podprostor topoloskega produkta 1_[ Xn, Ki
neN
je definiran kot

I|m{Xn, fatoeq = (x4, X2,...) an | fa(Xns1) = Xn za vsak n € N},
neN
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Inverzne limite

Naj bo { X, f,,}‘;"=1 inverzno zaporedje nepraznih kompaktnih
metri¢nih prostorov. Potem je inverzna limita tega zaporedja

neprazen kompakten metricni prostor.

Zgled. Najbo zavsak n e N, X, = [0, 1] opremljen z evklidsko

metriko. Naj bo Se zavsak n e N, f, : X1 — X, funkcija s
predpisom

3 1
_X + 5’ 2 §
Potem je inverzna limita I(im{Xn, fn};‘;1 sin )1—(—kontinuum.
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Veclicne funkcije

Naj bosta (X, dy) in (Y, d2) kompaktna metricna prostora. Potem
funkciji f : X — 2 pravimo vedliéna funkcija in pidemo f : X — Y.

Naj bo f : X — Y vecli¢na funkcija. Graf funkcije f, oznaka I'(f), je
mnozica ['(f) = {(x,y) e X X Y | y € f(x)}.

Naj bo f : X — Y vedlicna funkcija. Pravimo, da je graf funkcije f
surjektiven, Ce za vsak y € Y obstaja tak x € X, da je y € f(x).
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Veclicne funkcije

Definicija

Naj bodo (X1, d1), (Xo,db), (X3, d3) metricni prostoriin f : X; —o X
ter g : Xo — X3 vedlicni funkciji. Potem za vsak x € X; definiramo
(Q © f)(X) = Uyef(x) g(y)

| A\

Definicija

Naj bosta (X, dq) in (Y, d2) kompaktna metriCna prostora in

f : X — Y vedli¢na funkcija. Pravimo, da je f navzgor polzvezna,
Ce je za vsako odprto mnozico A C Y mnoZica {a | f(a) C A}
odprtav X .

Izrek

Funkcija f navzgor polzvezna natanko takrat, ko je I'(f) zaprt v
XxY.
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PosploSene inverzne limite

Definicija

Naj bo za vsak n € N, (X,, d,) kompakten metricni prostor in
fn : Xnet — X navzgor polzvezna vecli¢na funkcija. Potem
dvojnemu zaporedju { Xy, fo} re¢emo posploseno inverzno
zaporedje.

Definicija

Naj bo za vsak n € N, (X,, d,) kompakten metricni prostor in

fr : Xne1 — X navzgor polzvezna vecli¢na funkcija. PosploSena
inverzna limita posplo$enega inverznega zaporedja {Xn, fa}}; je

podprostor topoloskega produkta 1—[ Xn, ki je definiran kot

neN

lim{Xy, fa} = {(x1, X2,...) € l_[ Xn | Xn € fr(Xns1) za vsak n € NJ.
neN
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PosploSene inverzne limite

Zgled. Najbo f:[0,1] — [0, 1], tako de je I'(f) = [0,1] x {0, 1} tedaj
je inverzna limita cI)im{[o, 1], f} = {0, 1}*'. Opazimo,da je ta prostor
neprazen, kompakten popolnoma nepovezan in brez izoliranih
tock, torej je Cantorjeva mnozica.
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PosploSene dvostrane inverzne limite

Definicija

Naj bo za vsak z € Z, (X, d;) kompakten metricni prostor in

f, : X241 — Xz navzgor polzvezna vecli¢na funkcija. Dvojnemu
zaporedju { Xz, f;} ez pravimo dvostrano posploseno inverzno
zaporedje.

Definicija

Naj bo za vsak z € Z, (X, d,) kompakten metricni prostor in

f; : X241 — Xz navzgor polzvezna veclicna funkcija. Posplosena
dvostrana inverzna limita inverznega zaporedja { Xz, f;};cz je

podprostor v topoloskem produktu l_[ Xz, ki je definiran kot
ZeZ

cl,iﬂ{XZ’ folzez = {(-.., X_1, X0, Xq,...) € l_[ Xz | Xz € f,(Xz41) za vsak z

zZeZ
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Grafi

Definicija

Naj bo G druZzina vseh grafov in naj bo? druzina vseh usmerjenih
é
grafov. Sy : G — G bomo oznacevali funkcijo za katero je
- -
Y(V, E) = (V,E), kier je E = {{u, v} |(u,v) € E}.

Definicija

— —
Naj bo_G) usmerjen graf. Pravimo, da je G povezan, ¢e je y/(QG)
povezan. To povezanost ponavadi imenujemo tudi Sibka
povezanost.

Izrek

Naj bo_G) =(V, 3 povezan usmerjen graf. Potem obstaja tak

- - = —
FCE,dajeT =(V,F) drevo.
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Grafi

. ﬁ —> . . .
Naj bo G = (V, E) usmerjen graf in najbo w € V. Potem
definiramo:
- -
1. N(w)={veV]|(w,v)e E ali(v,w) € E} mnoZica vseh
sosedov vozliséa w,
2. T:')(w) = {(u, v) cE | u=w ali v = w} mnoZica vseh povezav, ki
imajo eno krajisce enako w,

i _G)\{w} = (V\{w},TE)\T:')(w)) usmerjen graf, kjer izvzamemo
vozlis¢e w in vse povezave, ki imajo za eno izmed svojih
krajis¢ w,

— —
4. Gy = (N(w) U {w}, E(w)) usmerjen graf.
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Inverzni sistemi

S pq :[0,1] x[0,1] — [0, 1] bomo oznacevali prvo projekcijo,
pi(s,t) = s, in s p2 : [0,1] X [0, 1] — [0, 1] drugo, pz(s, t) = t.

Definicija

Naj bo f : [0, 1] — [0, 1] veélicna navzgor polzvezna funkcija tako,
da je I'(f) surjektiven in povezan. Pravimo, da je f Sibko
c-ireducibilna, ¢e za vsak kontinuum H v I'(f), kjer je H # T (f),
sledi, da je p1(H) # [0, 1] ali po(H) # [0, 1].
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Inverzni sistemi

Definicija

-

Naj boa‘) = (V, E) usmerjen graf. Za vsakv € V najbo I, =[0,1] in
za vsak par (u, v) € TE) naj bo f,, : I, — I, navzgor polzvezna
funkcija. Najbol ={l, |ve V}int={f, | (u,Vv) eT:l}. Potem
trojico (1, f,a) imenujemo inverzni sistem na grafu@.
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Inverzni sistemi

Definicija

Naj bo (1, f,@) inverzni sistem grafa _G)

—)
Inverzna limita inverznega sistema (1, f, G) je podprostor
topoloskega produkta [,y Iv, ki je definiran kot:

- -
im (L1, G) = {(t)vev € | | Iv Ity € fu(ts) zavse (u,v) € E).

veV
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Mountain climbing theorem

Naj bosta f, g : [0,1] — [0, 1] taksni zvezni funkciji, da je
f(0) = g(0) = 0in f(1) = g(1) = 1. Potem obstajata taksni zvezni
funkciji a, 8 : [0,1] — [0, 1], da je @(0) = B(0) = 0, a(1) = B(1) = 1 ter
velafoa=gopf

Veliki kontinuumi v inverznih limitah



Veliki in debeli kontinuumi

_) . . . . . H . .
Naj bo (I, f, G) inverzni sistem nad usmerjenim grafom G in naj bo
H
C komponenta v lim (1, f, G). Pravimo, da je C:
d - v .
1. debel kontinuum v lim(l, f, G) z ozirom na (1, f, G), Ce velja:
muv(C) = I'(fy.u) za vsak par povezav (u, v) € T:')
2. velik kontinuum v lim (I, f, G) z ozirom na (1,1, G), &e velja:

mu(C) = I, za vsako vozlis¢e u € V.
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Veliki in debeli kontinuumi

Izrek
Za vsako naravno stevilo n najbo I, =[0,1]in f; : lh41 — I
veclicna navzgor polzvezna funkcija tako, da je I'(f,) povezan in

o0

surjektiven. Potem obstaja tak kontinuum C v lim{l,, f,}”, da je

za vsako naravno Stevilo n, mp.1.0(C) = ['(f,), kjer
Tnatn - [goq Ik = Ini1 X Iy projekcija definirana s predpisom
Tnet,n(X1, X2, X3, .. .) = (Xn+1, Xn)-
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Veliki in debeli kontinuumi

Naslednji izrek prevede prejSniji izrek v jezik inverznih limit na
inverznih sistemih usmerjenega grafa.

I1zrek

Naj bo_G) = (N,T:')) usmerjen graf, kjerjeT:z ={(n,n+1)|neN}in
naj bo (I, f,a)) inverzni sistem na usmerjenem grafu 6’ Ce je [(f)
surjektiven in povezan za vsak f € f, potem obstaja debel
kontinuum v (I)im(l, f,a)).
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Veliki in debeli kontinuumi

Lema

0
0

Najbo G = (V, E) usmerjen graf, w € V in najbo I, = [0,1] za
vsako vozlisce v € V.

Naj bosta Se f : [0,1] = [Tvew\jw) Iv in g 1[0, 1] = TTvenw)uw !
zvezni funkciji tako, da velja:

pXIV(w)(f(t)) = qlv\lv(w)(g(t))

zavsakt € [0,1]. Potem je

h:[0,1]—>]_llv,

veV

definirana kot

awnwy(h(t) = f(t) in anwyuw () = g(t),

dobro definirana zvezna funkcija.
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Veliki in debeli kontinuumi

Dokaz. Najprej bomo dokazali, da je h dobro definirana funkcija.
Zavsak v € V velja

pyof;, veV\{w,
nyoh=
ayog; veNw)U{w}.

Potem je h(t) = ((m, o h)(t))vev za vsak t € [0, 1]. Ker je

p,‘(,"(w)(f(t)) = q,"\,"(w)(g(t)) zavsakte[0,1],velapy of=qy ogza
vsak v € N(w). Torej je h dobro definirana.

S tem smo tudi dokazali, da je h zvezna, saj je m, o h zvezna
funkcija za vsak v € V. O
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Veliki in debeli kontinuumi

Naj bo V Stevna mnoZica, @ (V,T:')) usmerjen povezan graf in
w, wo € V takéni, da je N(w) = {wo} in [E(w)| = 1.

Naj bo Se (I,f,B) inverzni sistem na usmerjenem grafua taksen,
da je I'(f) povezan in surjektiven za vsak f € f. Naj velja Se:

1. P naj bo kontinuum v Iim(l’,f’,a \ {w}), Kkjer je

> -
V= {l,|veV\ (W) int = {f,u](uv) € E\ E(w)) tako, da je
p\‘//vvo(P) = IWo’

2. Q naj bo kontinuum v im (I, ', Gy), kjer je

o——0

1" = (I, | v e N(w) U {w}} inf” = {f, | (u, v) € E(w)} tako, da je

Iy (Q) = .-
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Veliki in debeli kontinuumi

Potem obstaja tak kontinuum C v lim(, f,Ev‘)), da velja

o —

rnw(C) =P in anwuw(C) = Q.
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Veliki in debeli kontinuumi

Dokaz:
Naj bodo x1, y1 € P in x2, y» € Q tak$ne tocke, da velja:
P (X1) = 0, py (y1) =1, qu (x2) = 0, in gy (v2) = 1.
Naj bo (P) zaporedje kosoma linearnih lokov v [T,ev\(w; Iv tako,
daje:
1. vsak Py je lok od x4 do y1,
2. lim P, = P glede na Hausdorffovo metriko.

n—oo

Naj bo Se (Qn) zaporedije kosoma linearnih lokov v [yew,.w) Iv
tako, da je:

1. vsak @y je lok od x2 do o,

2. Jmo Qn = Q glede na Hausdorffovo metriko.
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Veliki in debeli kontinuumi

Nato za vsak n € N definirajmo f, : [0, 1] — P, kosoma linearni
homeomorfizem tako, da je f,(0) = xq in f,(1) = y; ter
gn 1 [0,1] — Q, kosoma linearni homeomorfizem, da velja

9n(0) = x2in gn(1) = yo.
Sedaj opazimo, da za vsak n € N velja naslednje:

(P © 1)(0) = Py (fa(0)) = Py, (x1) = 0,

(Pwg © Tn)(1) = Pug (F(1)) = Py (¥1) = 1,
(qwy © 9n)(0) = Que(9n(0)) = Gy, (x2) = O,
(Qw, © In)(1) = Que(In(1)) = Gy (v2) = 1.
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Veliki in debeli kontinuumi

(tako imenovan "Mountain climbing theorem”) sledi, da za vsak
n € N obstajta takSni dve funkciji @, 8, : [0, 1] — [0, 1] tako, da je
an(0) =Bn(0) =0 inan(1) =Ba(1) = 1 ter velja
vaxo ofpoap= qvvzo © gn © Bn.
Zavsak n e N najbo h, : [0,1] - [],ev Iv funkcija definirana kot
mv\w)(An(t)) = falan(t)) In nwyuw) (An(t) = Gn(Bn(t))

zavsak t € [0, 1]. Potem nam lema pove, da je h, dobro definirana
zvezna funkcija.

Naj bo Se C, = hp([0, 1]) za vsak n € N. OCitno je, da je C,
kontinuum v [],cv Iv, Saj je zvezna slika kontinuuma. Prav tako za
vsak n € N velja

mv\w)(Cn) = mv\wy(hn([0, 1])) = fa(an([0, 1])) = Pp

nwuiw}(Cn) = Tnwyuwy (Ma([0, 11)) = gn(Bn([0, 1])) = Qn,
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Veliki in debeli kontinuumi

saj so vse funkcije f,, qn, an, Bn surjektivne.
Brez izgube za sploSnost lahko predpostavimo, da zaporedje (Cp)
konvergira v hiperprostoru 2Ilvev v Najbo C = nIim Cn glede na

Hausdorffovo metriko. O¢itno je, da je C podkontinuum v
Hilbertovem prostoru [],cv Iv. Opazimo naslednje

\w)(C) = T\ (Iim Cn) = lim (mv\(w)(Cn)) = lim Pp =P
in
7wt (C) = Ao (M- Ca) = im (o (Co)) = lim Q= Q.
Dokaz, daje C C Iim(I,f,a)) samo ideja. Lo¢imo dve moznosti

- —
1. (u,v) € E\E(w),
ﬁ
2. (u,v) e E.
Nato pa pokazemo, da pri obeh velja t, € f, (L)
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Veliki in debeli kontinuumi

Naj bo V kon¢na mnozica, |V| > 1,_>T = (V,T:')) drevo in naj bo Se
(I, f,?) inverzni sistem na usmerjenem grafu? tako, da je I'(f)
povezan in surjektiven za vsak f € f. Potem obstaja debel
kontinuum v lim (1,1, 7).
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Veliki in debeli kontinuumi

Dokaz:
Dokazemo s pomocjo indukcije in prejSnje leme. Baza: za C
vzamemo kar I'(f~'). Naj bo n € N poljuben in predpostavimo, da

za vsako drevo T = (V, E) obstaja debel kontinuum v lim (I, f, T),
ceje|V| < n.

H ﬁ . . . . .
Najbo T = (V, E), kjerje |V|=n+1innajbo w € V tak, da je
IN(w)| = 1. Naj bo N(w) = {wp}. Potem po indukcijski predpostavki
sledita naslednji dve trditvi.

1. Obstaja debel kontinuum P v lim (I, ¥, T \ {w}), kjer je
. - -
F={llveV\{w}}int ={f,,|(u,v) € E\ E(w)}.
2. Obstaja debel kontinuum Q v Iim(I”,f”,—T>W), kjer je

1" = (I, | ve Nw) U (w}}inf” = {f, | (u,v) € E(W)).
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Veliki in debeli kontinuumi

Ker je P debel kontinuum v lim (I, ¥, T \ {w}) in Q debel kontinuum
v Iim(I",f”,_>TW), i€ Puy (P) = Iy in gy (Q) = ly,. Po lemi obstaja

tak kontinuum C v lim(l, f,?), da velja
ﬂv\{w}(C) =P in ﬂN(w)U{w}(C) =Q.

Ta C debel kontinuum v lim (1, 7).
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Veliki in debeli kontinuumi

— - -
Zgled. Najbo V ={1,2,3}, E ={(2,1),(3,2),(3,1)}in G=(V, E)
usmerjen graf.

Zavsakv e Vijel, =[0,1]. Najbo e fi »(t) = {t}, fo3(t) = {t} in
fia(t) ={1 —t} zavsak t € [0, 1]. Sedaj opazimo, da je:

Iim(l,f,a‘)) ={(ti,to,B) e h XXkt =tb=13=

}

N =
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Veliki in debeli kontinuumi

Torej vidimo, da v inverznem sistemu cI)im(l,f,_G)) ne obstaja ne velik
in ne debel kontinuum, Eeprav so vsi grafi vseh funkcij povezani in
surjektivni.

Opazimo, da v zgornjem primeru f; 3 # f1 2 o fp3. Zato ta zgled
sluzi kot motivacija za definiranje naslednje lastnosti 7, ki pove, da
se taksne situacije ne smejo zgoditi. (M'(fy,y) = M(fyy, o...0fy,v)).
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Veliki in debeli kontinuumi

Lema
Naj bo G = (V, E) usmerjen graf in H = (V, F) poljuben povezan
— -
podgraf grafa G. Naj bo (1, f, G) inverzni sistem na usmerjenem
— -
grafu G z lastnostjo T in najbo{" = {f,, | (u,v) € F}. Potem je
lim(, ¥, H) = lim(,f, G).
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Veliki in debeli kontinuumi

Izrek

Naj bo V Stevna mnoZica, @ (V,T:l) povezan usmerjen graf in

H
(I, f, G) inverzni sistem na usmerjenem grafua‘> Z lastnostjo T tako,
da je I'(f) povezan in surjektiven za vsak f € f. Potem obstaja velik

_)
kontinuum v lim(l, f, G).
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Veliki in debeli kontinuumi

. - = .. L= -
Dokaz. Najbo F C E taka mnoZica povezav,daje T =(V, F)
— -
drevo v grafu G. Najbo 8e t' = {f,, | (u,v) € F}. Po eniizmed
prejsnjih lem sledi, da obstaja debel kontinuum C v lim (I,f’,_>T).

- - —
Sledi, da je lim(L,¥, T) = lim(Lf, G), torej je C C lim(L 1, G).

Naj bo u € V poljuben in v € V taksen, daje (u,v) € F ali
- -
(v,u) € F. Ceje (u,v) € F, potem je,

7u(C) = p1(muw)(C)) = p1(M(Fv.u) = lu.
Ce paje (v,u) € F, potem je
my(C) = p2(7T(v,u)(C)) = p2((fu,v)) = lu.

Sledi, da je n,(C) = I, za vsak u € V. Torej je C velik kontinuum v
%
lim (L f, G). O
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Zgled.

- -

Najbo V ={1,2,3}, E ={(3,2),(2,1),(1,3)}, F ={(3,2),(2,1)} in
B=(V,E)ter T = (V,F). Zavsak v € V najbo I, = [0, 1]. Naj
bosta Se I'(fy 2) in I'(f>,3) funkciji z grafoma predstavljenima na Sliki
(1) in I'(f1 3) funkcija z grafom na Sliki (2).
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I'(fi3)

Slika: Graf I'(fy 3)
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Sledi, da je f1 3 = fi 2 o fo 3, grafi vseh funkcij (1 2), M(f23), T(f1.3)
pa so povezani in surjektivni. Naj bo f = {f; 5, 3, f1 3} i
g= {f1’2, f2,3}. Naj Se bo

1 [3 11
C1 ={(X,y,Z)€/1 XIZXI3|X=y=Z’Z€[Z’E]}

_)
Co = lim(l,g, T)\ Cy.

Ocitno je C; lok in da ni debel kontinuum v Iim(I,g,?). Zlahka tudi
vidimo, da je C, debel kontinuum v Iim(I,g,_T)). Oc¢tno je

ﬁ o0—
Cs C lim(l,f, G). Ker pa je (% ,]—f) € [(fy3) in (%,y, %) ¢ Co za vsak

y € I, sledi, da Cy ni debel kontinuum v lim (1, f, G).
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Torej v lim(l, f,a) ne obstaja debel kontinuum, ¢eprav so grafi

vseh funkcij povezani in surjektivni, inverzni sistem (I,f,a) pa ima
lastnost 7.

Opazimo tudi, da funkcija fi 3 ni 8ibko c-ireducibilna. To je tudi
motivacija za definicijo lastnosti o
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Definicija

Naj bo_G) = (V,T:l) usmerjen graf in (l, f,é) inverzni sistem na
usmerjenem grafu_G). Pravimo, da ima inverzni sistem (1, f,a)
lastnost o, Ce obstaja drevon) = (V,T—')), T—') C —E) da za vsako
povezavo (u, V) € E velja

Wv)¢F = f.u je &ibko c-ireducibilna.
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Lema

Naj bo V konéna mnoZica in@ = (V,T:l) povezan usmerjen graf.

— -
Naj bo e (1,1, G) inverzni sistem na usmerjenem grafu G z
lastnostjo T in o tako, da je I'(f) povezan in surjektiven za vsak

f € f. Potem obstaja debel kontinuum v lim (I,f,a)).
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Do.kaz:_) S5 .
Najbo F C Ein T =(V, F) tak8no drevo, da za vsako povezavo

_)
(u,v) € E velja
ﬁ
(uv)¢ F = f,, je Sibko c-ireducibilna.
Tak$no drevo obstaja, sajima (I, f,a) lastnost o-. Torej obstaja
ﬁ
debel kontinuum C v lim (L', T), kjerje ¥ = {f,, € f| (u, v) eT—z}.
Vzamimo ta debel kontinuum C. Sledi Iim(I,f’,_T)) = Iim(I,f,@),
torejje C C Iim(I,f,a)). Pokazali bomo, da je C debel kontinuum v
lim (L1, G).

Naj bo (u,v) € E. Ce je (u,v) € F, potem je Tuw(C) = T(f,.u), ker
je C debel kontinuum v lim (1, ¥, 7).
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Predpostavimo, da je (u, v) eT:z \T—'). Naj bo_C> = (V’,T:')’) cikel va
da velja:
Q uveF,
O zavsak @ € E’ velia
e # (u,v) = _e)e?.

Najbo V' = {wy, wa, wa, ..., Wp_1, Wp}, Wy = U, W, = V in naj bo

{{W1 k) W2}’ {W27 W3}’ {W3’ W4}7 ey {Wn—1 s Wn}, {Wn’ W1 }}
mnozica vseh povezav 1//(_C>), daje
= r(fw,,,w1),

T(Gwnwn 1 © Gwp g w2 © -+ © Gwgws © Gwa,wy © Gwa,wy)

. . v . H .
kJer 1€ Gwi,1w; = fWi+1,Wi’ ceje (Wi’ Wi+1) € E ali Owi1,w; = fWi,Wm

ceje (Wir1, W) eT:')’ zavsakie{1,2,3,...,n—1}.
Naj bo K = 7(,,)(C). Potem je K tak podkontinuum v I'(f, ,), da
velja p1(K) = I, in p1(K) = I,. Ker je f,, Sibko c-ireducibilna, sledi

K = r(fv’u).
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Izrek

Naj bo V Stevna mnoZica, |V| > 1, naj boa‘) = (V,T:l) povezan
usmerjen graf in naj bo (I, f,a) inverzni sistem na usmerjenem
grafu_G) z lastnostjo 7 in o tako, da je I'(f) povezan in surjektiven za
vsak f € f. Potem obstaja debel kontinuum v m(l, f,_G)).
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Samo ideja dokaza.
- -
Za vsako Stevilo n e Nnajbo T, = (Vy, Fp) tak8no drevo, da velja:

1. V,je konéna zavsak n e N,
- . -
2. Tpje podgraf grafa T,,1 zavsak n e N,
[se] H =4 o0 =4
8. V=U; Vnin F=U.. Fn.
. . - — -
Za vsako Stevilo n € N naj bo G, = (V,, E,) podgraf grafa G, da
velja
- -
1. Fh,C E,zavsakne N,

2. zavsako povezavo (u, V) € TE>,7 \T:),, je fv.u 8ibko c-ireducibilna
zavsak n e N,

— —
3. Gp, je podgraf grafa Gn.1 zavsak n € N,
L o 2
4. V=U;  Vain E =, En.
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Oc¢itno je, da ima inverzni sistem (I, f,@,,) lastnost 0. Obstaja debel
H
kontinuum C, v lim(L,f, G,). Fiksirajmo ta C, za vsak n € N. Naj

bo Kn = Cn X [1vev\v, Iv za vsako Stevilo n € N. Potem je vsak K,
kontinuum v [],cy Iv- Brez izgube za splo$nost lahko
predpostavimo, da zaporedje (K,) konvergira v 2[lvev " Naj bo

C=1lmK, v 2l

n—oo

C je res kontinuum v lim I, f, G) ter velja

ﬂ(u,v)(C) = ﬂ(u,v)(Jmo Kn) = n“_rjgo ﬂ(u,v)(Kn) = r(fv,u)-

torej je C debel kontinuum.
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Izrek

Naj bo V Stevna mnoZica, 8 = (V,_E)) usmerjen graf, kjer jeTE) #0
in naj bo (I, f,a) inverzni sistem nad grafom ?3’ ki ima lastnosti T in
o ter I'(f) je povezan in surjektiven za vsak f € f. Potem sta
nasledniji trditvi ekvivalentni.

(1) Vsak debel kontinuum v lim (I,f,E-?)) je tudi velik kontinuum v

_)
lim (1,1, G).

(2) Za vsako vozlisée u € V je N(u) # 0.
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Zgled. Najbo V = {1,2,3}, E = {(2,1)} in G = (V, E) usmerijen
graf. Zavsak ne V najbo I, =[0,1]in fi2 : [ —o Iy poljubna
navzgor polzvezna funkcija tako, da je '(fy 2) povezan in
surjektiven. Potem je

C= {(S, t, 0) S I1 X 12 X I3 |t e [0, 1],(t, S) S F(f1,2)}

debel kontinuum v Iim(I,f,a)), vendar ni velik kontinuum v

Iim(I,f,E-?)), saj je m3(x, y,z) = 0zavsak (x,y, z) € C.
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Izrek

Naj bo V Stevna mnoZica, @ (V,T:')) usmerjen graf, da velja

E # 0 in naj bo (I,f,a) inverzni sistem na usmerjenem grafua‘) z
lastostjo T tak, da je I'(f) povezan in surjektiven za vsak f € f.
Naslednji dve trditvi sta ekvivalentni.

1. Vsak velik kontinuum v lim(l, f,@) je tudi debel kontinuum v
lim(1,f, G).

2. Zavsak f € f je f Sibko c-ireducibilna.
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Zgled. Najbo V = (1,2}, E = {(2,1)}in G = (V, E). Naj bo e
li = =[0,1]in fio(t) = {t,1 — t} zavsak t € |,. Potem je
H
C ={(t,t)| t € [0, 1]} velik kontinuum v lim (I, f, G), vednar ni debel

_)
kontinuum v lim(l, f, G).
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Se nekaj odprtih problemov.

e Ali je posploSena inverzna limita vsakega inverznega sistema
na usmerjenem grafu neprazen kompakten prostor?

e Karakteriziraj (poiSCi zadostne pogoje), da bo posploSena
inverzna limita inverznega sistema na usmerjenem grafu
povezana.

e Ali lahko vsak kontinuum predstavimo kot posploSeno
inverzno limito inverznega sistema na usmerjenem grafu?
e Ali lahko vsak kontinuum predstavimo kot posploSeno

inverzno limito inverznega sistema na usmerjenem grafu z
eno vezno funkcijo?
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